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1. Введение

В теории и практике различные отношения превосходства между объек-
тами часто обладают свойством транзитивности: если A превосходит B и B
превосходит C, то A превосходит C. Однако бывает и по-другому. Например,
в классической игре «камень, ножницы, бумага» «камень» побеждает «нож-
ницы», «ножницы» побеждают «бумагу», но при этом «бумага» побеждает
«камень».

Различным аспектам и многочисленным примерам нетранзитивности от-
ношений превосходства в природе, технике и обществе посвящен ряд статей
А.Н. Поддьякова, в частности [1, 2].

Из недавних зарубежных работ отметим интересные исследования нетран-
зитивности в биологии, из жизни муравьев [3] и почвенных бактерий [4].

Далее будем говорить о нетранзитивности отношения стохастического
предшествования (stochastic precedence) между случайными величинами,
а именно, когда одна величина с большей вероятностью меньше другой,
чем больше. В [5, 6] это отношение применялось в задачах статистического
анализа. Методам сравнения вероятностных распределений на основе стати-
стических данных (гистограмм) посвящена недавняя работа [7], где рассмат-
ривались различные стохастические порядки.

К первому упоминанию проблемы нетранзитивности с вероятностной точ-
ки зрения можно отнести работу С. Трыбулы совместно с Г. Штейнгаузом,
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где в качестве приложения была рассмотрена прочность материалов [8, 9].
Пусть в лаборатории сравнивают попарно на прочность железные бруски c
трех разных заводов. Тогда теоретически может сложиться ситуация, что
бруски с первого завода «хуже» брусков со второго завода (чаще оказывают-
ся менее прочными), бруски со второго «хуже» брусков с третьего, а бруски
с третьего «хуже» брусков с первого.

В недавней работе [10] подобное явление было реально обнаружено в ме-
дицинской статистике при сравнении продолжительности жизни в некоторых
группах людей.

Тема нетранзитивности приобрела популярность на примере нетранзи-
тивных костей (nontransitive dice). Имеются в виду наборы игральных ко-
стей, на грани которых нанесены числа таким образом, чтобы создать нетран-
зитивные отношения соответствующих случайных величин. Нетранзитивные
кости были популяризованы М. Гарднером [11, 12], им посвящена обширная
литература.

Автор настоящей работы продолжает начатые в [13–17] исследования
нетранзитивности (в этих работах можно ознакомиться более подробно с про-
блематикой, историей вопроса, литературой и приложениями). При этом, ес-
ли ранее изучался случай независимых случайных величин, теперь речь о
зависимых случайных величинах.

Классическим примером в этом смысле может служить знаменитый пара-
докс Кондорсе при голосовании. Изложим его в простейшей формулировке.
Пусть имеются три кандидата на некоторый пост и три избирателя, которые
имеют предпочтения кандидатов (в баллах) в соответствии со следующими
вектор-строками:

(1, 2, 3)

(3, 1, 2)

(2, 3, 1).

(1)

Тогда при выборе между первым и вторым кандидатом побеждает второй.
Действительно, у первого и третьего избирателей оценка второго кандидата
выше, чем первого (1 < 2 и 2 < 3 соответственно), а у второго избирателя
ниже (3 > 1), так что второй кандидат побеждает двумя голосами из трех.
Аналогично, при выборе между вторым и третьим кандидатом побеждает
третий, но между первым и третьим – первый.

Подобные ситуации часто возникают при экспертном оценивании, напри-
мер, качества товаров. При этом трудности связаны с тем, что многие харак-
теристики не допускают прямого количественного измерения (техническими
средствами) и оцениваются интуитивно в условных единицах (баллах). В слу-
чае продуктов питания важную роль играют органолептические показатели:
вкус, цвет, запах и т.п. Необходимо исключать нетранзитивные подмноже-
ства в экспертных измерениях, для этого используются различные методы
[18–20].
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Считается, что увеличение числа экспертов (опрашиваемых) решает про-
блему, но порой это не так. Например, при массовом опросе о выборе проекта
освоения территории (зеленая зона, парк семейного отдыха, деловой центр)
была выявлена нетранзитивность в ответах [21]. Предполагается, что люди
оценивают проекты с учетом определенных факторов (экологических, соци-
альных, финансовых), но веса (значимости) этих факторов для разных людей
различны. Если совместное распределение весов подобно тем, что изучают-
ся в настоящей статье, это могло бы объяснить результаты. При этом более
подробный анализ данных компьютерными методами статистики (кластер-
ный, факторный анализ и т.п.) мог бы показать деление людей на группы по
взглядам, даже если эти группы никак формально не позиционируются и не
осознаются участниками.

Отметим также работы [22, 23].
Свойства методов принятия решений в многокритериальных задачах ин-

дивидуального выбора разносторонне изучались в [24]. В условиях нетран-
зитивности при сравнении какого-то текущего варианта выбора с другими
всегда может найтись «лучший» вариант, что при формальном отношении
ведет к бесконечному марковскому блужданию [25]. При современном разви-
тии искусственного интеллекта, автоматических систем принятия решения,
роботов необходимо учитывать феномен нетранзитивности. В подобной си-
туации человек может осознать происходящее и принять волевое решение,
а машина может зациклиться.

2. Определения и известные результаты

Дадим более строгие определения.

Опр е д е л е н и е 1. Отношение ≺ называется нетранзитивным, если
для каких-либо объектов A, B, C из соотношений A ≺ B, B ≺ C НЕ следует
A ≺ C, а напротив, может быть C ≺ A.

Опр е д е л е н и е 2. Набор объектов A, B, C называется нетранзитив-
ным, если на нем реализуется нетранзитивность отношения превосход-
ства, т.е. выполнено: A ≺ B ≺ C ≺ A (либо в обратном порядке).

Опр е д е л е н и е 3. X стохастически предшествует Y (X ≺ Y ), если

E sign(Y −X) > 0

или
P(X < Y ) > P(X > Y ).

Если P(X = Y ) = 0 (например, случайные величины независимы и непре-
рывны или с непересекающимися областями значений), то X ≺ Y эквива-
лентно

P(X < Y ) >
1

2
.
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Заметим, что если cлучайные величины независимы и непрерывны, а
кроме того, одинаково распределены, то всегда верно P(X < Y ) = 1/2. Для
непрерывных случайных величин это равенство может нарушаться как от
разной распределенности, так и от зависимости, эти случаи требуют отдель-
ного рассмотрения.

Итак, пусть заданы случайные величины X1, X2 и X3 такие, что

P(X1 < X2) >
1

2
, P(X2 < X3) >

1

2
P(X3 < X1) >

1

2
,

тогда X1 ≺ X2, X2 ≺ X3, но X3 ≺ X1. Таким образом, ситуация нетранзитив-
ности возникает, когда

PX1X2X3 = min{P(X1 < X2),P(X2 < X3),P(X3 < X1)} >
1

2
,

причем интерес представляет не только сам факт, но и сила нетранзитивно-
сти, мерой которой может служить величина PX1X2X3 .

В [9] показано, что для независимых случайных величин

max
X1,X2,X3

PX1X2X3 =

√
5− 1

2
≈ 0,618.(2)

В [26, 27] изучалась комбинация из n � 3 независимых случайных величин,
впоследствии в [28] было показано (и позднее в [29] передоказано геометри-
ческим методом), что максимум вероятностей

PX1...Xn = min{P(X1 < X2), . . . ,P(Xn−1 < Xn),P(Xn < X1)}

составляет следующую величину:

max
X1,...,Xn

PX1...Xn = 1−
(
4 cos2

π

n+ 2

)−1

, n � 3,

что совпадает с (2) при n = 3, поскольку

cos
π

5
=

1 +
√
5

4
.

Для зависимых величин в [27] было доказано:

max
X1,...,Xn

PX1...Xn =
n− 1

n
, n � 3,

в частности, при n = 3 получаем PX1X2X3 = 2/3.
Применительно к трем зависимым случайным величинам игровая ин-

терпретация может быть следующей: разыгрывается случайный вектор
(X1,X2,X3), перед этим два игрока последовательно выбирают каждый свой
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номер компоненты вектора. C чьим номером компонента окажется больше,
тот и выиграл. Нетранзитивность означает, что какой бы номер ни выбрал
первый игрок, второй игрок может выбрать себе номер так, чтобы обеспечить
вероятность выигрыша PX1X2X3 > 1/2, т.е. получает преимущество.

Рассмотрим вероятностно-статистическую модификацию парадокса Кон-
дорсе, соответствующую сколь угодно большому числу избирателей, каждый
из которых может иметь одно из трех мнений о кандидатах, описываемых (1),
равновероятно.

Пусть набор зависимых случайных величин (X,Y,Z) принимает значения
из (1) с вероятностями по 1/3. Тогда

P(X < Y ) = P(Y < Z) = P(Z < X) =
2

3
.

При этом каждая из величин равномерно распределена на множестве {1, 2, 3}.
Возникает вопрос, как перейти от дискретного распределения к непрерыв-

ному. Далее рассмотрим различные примеры.
Напомним также понятие копулы [30].

Опр е д е л е н и е 4. Копулой (m-мерной) C называется функция много-
мерного распределения на [0, 1]m с равномерными частными (маргинальны-
ми) распределениями.
Копулой распределения F в Rm называется такая копула C, которая удо-

влетворяет выражению

F (x1, . . . , xm) = C(F1(x1), . . . , Fm(xm)),

где F1, . . . , Fm – частные функции распределения.

Такое представление существует по теореме Скляра и единственно в слу-
чае непрерывных частных распределений. Далее будем предполагать непре-
рывность.

Если заданы X1, . . . ,Xm и Ui = Fi(Xi), 1 � i � n, то все Ui равномерно
распределены на [0, 1], с совместным распределением C, т.е.

P(U1 � u1, . . . , Um � um) = C(u1, . . . , um).

В непрерывном случае, если Xi одинаково распределены, то

P(Xi < Xj) = P(Ui < Uj), i �= j.

3. Трехмерные непрерывные копулы

Рассмотрим сначала некоторые естественные обобщения примера Кондор-
се с равномерными частными распределениями на [0, 1] (полученные трехмер-
ные распределения могут использоваться в качестве копул).
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Рис. 1. X , Y и Z в зависимости от T в примере 1.
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Рис. 2. Распределение в единичном кубе в примере 1.

Прим ер 1. Пусть

X = T, Y =

{
T +

1

3

}
, Z =

{
T +

2

3

}
,

где {.} – дробная часть числа, T равномерно распределена на [0, 1], тогда X,
Y , Z равномерно распределены на [0, 1] и

P(X < Y ) = P(Y < Z) = P(Z < X) =
2

3
.(3)

Графики X, Y и Z в зависимости от T представлены на рис. 1. Вероят-
ности при этом соответствуют долям отрезка [0, 1], на которых выполняются
соответствующие неравенства.
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Рис. 3. Распределение в единичном кубе в примере 2.

В этом случае распределение вектора оказывается непрерывным, но не
абсолютно непрерывным (имеющим плотность), а сингулярным (сосредото-
ченным на многообразии меньшей размерности – трех отрезках) в единичном
кубе (см. рис. 2).

Перейдем к рассмотрению абсолютно непрерывных распределений. Обо-
значим плотность совместного распределения случайных величин X, Y , Z
через p(x, y, z), где x, y, z ∈ [0, 1].

Прим ер 2. Пусть p(x, y, z) = 2, если x < y < z или z < x < y или
y < z < x, и p(x, y, z) = 0 иначе. Тогда также X, Y , Z равномерно распре-
делены на [0, 1] и верно (3). Указанную плотность можно представить в виде:

p(x, y, z) = 1− sign{(y − x)(z − y)(x− z)}.(4)

Данное распределение сосредоточено в трех пирамидах внутри единичного
куба (см. рис. 3).

В этом случае трехмерное распределение имеет плотность, но эта плот-
ность разрывна. Однако вид (4) наводит на мысль перейти к полиномиальной
плотности.

Прим ер 3. Пусть

p(x, y, z) = 1−K(y − x)(z − y)(x− z).(5)

Можно проверить, что в этом случае частные распределения остаются рав-
номерными на [0, 1]. Вопрос заключается в выборе константы K так, чтобы
плотность оставалась неотрицательной.

Имеем
max
[0,1]3

{(y − x)(z − y)(x− z)} =
1

4
,

причем этот максимум достигается в точках (1/2, 1, 0), (0, 1/2, 1), (1, 0, 1/2).
Отсюда максимально допустимое K = 4, положим

p(x, y, z) = 1− 4(y − x)(z − y)(x− z),
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Рис. 4. Двумерная плотность распределения в примере 3.

откуда интегрированием получаем совместную функцию распределения

F (x, y, z) = xyz

(
1 +

2

3
(xy(y − x) + yz(z − y) + xz(x− z))

)
.

Совместная плотность X, Y принимает вид (см. рис. 4)

p12(x, y) = 1 +
2

3
(y − x)(2− 3x− 3y + 6xy),

откуда получаем

P(X < Y ) = P(Y < Z) = P(Z < X) =
47

90
= 0,522 . . .

Прим ер 4. Рассмотрим плотность, промежуточную между (4) и (5):

p(x, y, z) = 1− k
√

4(y − x)(z − y)(x− z),(6)

где k – нечетное натуральное число, k � 3. Понятно, что при k → ∞ будет
сходимость к ситуации в примере 2. Оценивая вероятность PXY Z методом
Монте-Карло по 106 точек, получили следующую таблицу:

k PXY Z

3 0,569
5 0,595
7 0,610
9 0,621
11 0,628
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Рис. 5. Результат моделирования в примере 4.

На рис. 5 представлен результат моделирования при k = 11 для 103 точек.
Видна сходимость к трем пирамидам из примера 2.

4. Многомерные смеси

Рассмотрим теперь другой подход, с помощью зашумления дискретных
данных, как в [31] применительно к нетранзитивным костям Эфрона (неза-
висимым случайным величинам).

Прим ер 5. Пусть случайный вектор (X1,X2,X3) формируется следую-
щим образом: к значениям (1), принимаемым с вероятностями по 1/3, по всем
координатам прибавляются независимые нормальные величины с нулевыми
средними и дисперсиями σ2 > 0.

Утв е ржд е ни е 1. В примере 5 верно

PX1X2X3 = P(X1 < X2) = P(X2 < X3) = P(X3 < X1) =

=
1

3

(
2Φ

(
1

σ
√
2

)
+Φ

(
−
√
2

σ

))
>

1

2
,

где PX1X2X3 → 2/3 при σ → 0 и PX1X2X3 → 1/2 при σ → ∞.
Доказательство представлено в Приложении.
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Рис. 6. PX1X2X3 в зависимости от σ в примере 5.

Нетранзитивность здесь наблюдается при любом σ2 > 0.
График вероятности PX1X2X3 в зависимости от σ представлен на рис. 6.
Зададимся вопросом: при σ → 0 распределение сходится к дискретному

(трехточечному), а что при этом происходит с копулой?

Утв е ржд е ни е 2. В примере 5 при σ → 0 распределение копулы сходит-
ся к равномерному на объединении кубов

[0, 1/3] × [1/3, 2/3] × [2/3, 1],

[2/3, 1] × [0, 1/3] × [1/3, 2/3],

[1/3, 2/3] × [2/3, 1] × [0, 1/3],

с плотностью p(x1, x2, x3) = 9 на этом множестве и 0 иначе.

Доказательство представлено в Приложении.
Введем обозначение для функции стандартного равномерного распределе-

ния:

R(x) =

⎧⎨
⎩

0, x < 0,
x, 0 � x < 1,
1, x � 1,

(7)

тогда предельная копула из утверждения 2 представима в виде

C0(u1, u2, u3) =
1

3

(
R(3u1)R(3u2 − 1)R(3u3 − 2) +

+R(3u1 − 2)R(3u2)R(3u3 − 1) +R(3u1 − 1)R(3u2 − 2)R(3u3)
)
.
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Для предельной копулы верно

P(U1 < U2) = P(U2 < U3) = P(U3 < U1) = 2/3.

Перейдем теперь к более общему случаю.
Напомним, что (дискретная) многомерная смесь – это распределение слу-

чайного вектора, который с некоторыми вероятностями (весами) принимает
значения случайных векторов c заданными распределениями (причем выбор
вектора делается независимо от значений).

Если берется смесь гауссовских векторов, то ее называют гауссовской сме-
сью и, таким образом, пример 5 был примером гауссовской смеси.

Пусть случайный вектор (X1,X2,X3) имеет распределение смеси с веса-
ми pi, i = 1, 2, 3, случайных векторов вида

(ai1, ai2, ai3) + λ(ηi1, ηi2, ηi3),

где A = (aij)
n
i,j=1 – некоторая матрица, (ηi1, ηi2, ηi3), i = 1, 2, 3, – случайные

векторы, λ > 0.
Пусть 0 < pi < 1/2, i = 1, 2, 3.

Те ор ем а 1. Если ηi1 − ηi2, ηi2 − ηi3, ηi3 − ηi1 непрерывны при всех i =
= 1, 2, 3 и aik по строкам A идут в том же порядке, что в (1), тогда су-
ществует λ1 > 0 такое, что при λ < λ1 имеет место нетранзитивность,
т.е. PX1X2X3 > 1/2, и

lim
λ→0

PX1X2X3 = 1−max{p1, p2, p3}.

Доказательство представлено в Приложении.

Те ор ем а 2. Если ηij = ηj , где ηj независимы и имеют одинаковое непре-
рывное распределение, i, j = 1, 2, 3, и aik по столбцам A идут в том же
порядке, что в (1), то существует λ2 > 0 такое, что при λ < λ2 имеет
место нетранзитивность (U1, U2, U3), т.е. PU1U2U3 > 1/2, и при λ → 0 рас-
пределение копулы сходится к смеси равномерных распределений с весами pi,
i = 1, 2, 3 на параллелепипедах

[0, p1]× [p1, p1 + p2]× [p1 + p2, 1],

[p1 + p2, 1]× [0, p1]× [p1, p1 + p2],

[p1, p1 + p2]× [p1 + p2, 1] × [0, p1],

так что
lim
λ→0

PU1U2U3 = 1−max{p1, p2, p3}.

Доказательство представлено в Приложении.
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В этом случае предельную копулу, с учетом обозначения (7), можно пред-
ставить в виде

C0(u1, u2, u3) =

= p1R

(
u1
p1

)
R

(
u2 − p1

p2

)
R

(
u3 − (p1 + p2)

p3

)
+

+ p2R

(
u1 − (p1 + p2)

p3

)
R

(
u2
p1

)
R

(
u3 − p1

p2

)
+

+ p3R

(
u1 − p1

p2

)
R

(
u2 − (p1 + p2)

p3

)
R

(
u3
p1

)
.

5. Заключение

В работе получены новые результаты в изучении нетранзитивности отно-
шения стохастического предшествования в теории вероятностей. Исходя из
парадокса Кондорсе, построены примеры трехмерных непрерывных распре-
делений и копул, порождающих нетранзитивные наборы зависимых случай-
ных величин. Рассмотрены случаи сингулярных распределений, распределе-
ний с разрывной плотностью, полиномиальной плотностью, а также случай
многомерных смесей. Доказаны предельные теоремы для многомерных сме-
сей. Подобные многомерные непрерывные распределения могут описывать и
объяснять проявления нетранзитивности в психологии, экономике, биологии
и др. Этот феномен должен учитываться при построении систем автомати-
ческого принятия решений, искусственного интеллекта, роботов и т.п.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Используем представление

Xi = X0
i + εi, i = 1, 2, 3,

где вектор (X0
1 ,X

0
2 ,X

0
3 ) принимает значения (1) равновероятно и случайные

величины εi ∼ N(0, σ2) независимы.
Найдем вероятность P(X1 < X2), остальные находятся аналогично. Имеем

P(X1 < X2) = P(X0
1 + ε1 < X0

2 + ε2) = P(ε1 − ε2 < X0
2 −X0

1 ).

Обозначим ε = ε1 − ε2, тогда ε ∼ N(0, 2σ2). Получаем

P(X1 < X2) =
1

3
P(ε < 2− 1) +

1

3
P(ε < 1− 3) +

1

3
P(ε < 3− 2) =

=
2

3
P(ε < 1) +

1

3
P(ε < −2) =

1

3

(
2Φ

(
1

σ
√
2

)
+Φ

(
−
√
2

σ

))
.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. Обозначим через ν номер векто-
ра из (1), выбранный в качестве значения (X0

1 ,X
0
2 ,X

0
3 ). При условии ν = 1

имеем

U1 =
1

3

(
Φ

(
1 + ε1 − 1

σ

)
+Φ

(
1 + ε1 − 2

σ

)
+Φ

(
1 + ε1 − 3

σ

))
,

U2 =
1

3

(
Φ

(
2 + ε2 − 1

σ

)
+Φ

(
2 + ε2 − 2

σ

)
+Φ

(
2 + ε2 − 3

σ

))
,

U3 =
1

3

(
Φ

(
3 + ε3 − 1

σ

)
+Φ

(
3 + ε3 − 2

σ

)
+Φ

(
3 + ε3 − 3

σ

))
.

Заметим, что εi/σ ∼ N(0, 1). Определим случайные величины U0
i = Φ(εi/σ),

тогда они имеют равномерное распределение на [0, 1] и независимы. При этом

Φ

(
εi + c

σ

)
P−→

⎧⎨
⎩

0, c < 0
U0
i , c = 0,

1, c > 0,
σ → 0.

Отсюда

(U1, U2, U3)
P−→

(
1

3
U0
1 ,

1

3
+

1

3
U0
2 ,

2

3
+

1

3
U0
3

)
, σ → 0,

т.е. в пределе получаем равномерное распределение на кубе [0, 1/3]×
× [1/3, 2/3] × [2/3, 1]. Аналогично рассматриваем случаи ν = 2, 3.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Используем представление

(X1,X2,X3) = (aν1, aν2, aν3) + λ(ην1, ην2, ην3),

где ν принимает значения 1, 2, 3 c вероятностями p1, p2, p3 независимо от ηij,
i, j = 1, 2, 3.

Обозначим распределения ηi1 − ηi2 через Gi, i = 1, 2, 3.
Получаем

P(X1 < X2) =

3∑
i=1

piGi

(
ai2 − ai1

λ

)
→ p1 + p3 = 1− p2 >

1

2
, λ → 0,

поскольку a12 > a11, a22 < a21, a32 > a31. Аналогично,

P(X2 < X3) → 1− p3, P(X3 < X1) → 1− p1, σ → 0

и

PX1X2X3 → min{1− p1, 1− p2, 1− p3} = 1−max{p1, p2, p3} >
1

2
, σ → 0.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Будем доказывать аналогично утверж-
дению 2. Используем представление

(X1,X2,X3) = (aν1, aν2, aν3) + λ(η1, η2, η3),

где случайные величины ηj , j = 1, 2, 3 непрерывны, независимы и одинаково
распределены, обозначим их распределение через G.

При условии ν = 1 имеем

Uj =

3∑
i=1

piG

(
a1j − aij

λ
+ ηj

)
, j = 1, 2, 3,

откуда

(U1, U2, U3)
d−→ (

p1U
1
0 , p1 + p2U

0
2 , p1 + p2 + p3U

0
3

)
, λ → 0,

т.е. в пределе получаем равномерное распределение на параллелепипеде
[0, p1]× [p1, p1 + p2]× [p1 + p2, 1]. Аналогично рассматриваем случаи ν = 2, 3.
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